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Mathematisches Institut der Universittit Giejen, West Germany 
Communicated by Lothar Collat: 
Eines der zentralen Probleme der Approximationstheorie im Komplexen 
ist die Approximation regularer Funktionen durch Polynome. Das grund- 
legende Ergebnis ist der Satz von Runge, nach welchem zu jeder in einem 
einfach zusammenhangenden Gebiet G regularen Funktion f eine Folge von 
Polynomen existiert, die auf G kompakt gegen f(z) konvergiert. Dieser Satz 
wurde in verschiedenen Richtungen verbessert. So zeigte etwa Walsh [ll], 
da13 jede im Inneren G einer geschlossenen Jordankurve regulare und auf G 
stetige Funktion durch Polynome beliebig gut approximiert werden kann. 
Weitere Resultate erzielten Keldysh [2], Lavrentev [3], Mergelyan [7], 
Vitushkin [lo]. Die wichtigsten Ergebnisse der Approximationstheorie im 
Komplexen sind in den Biichern von Smirnow-Lebedev [9] und Walsh [12] 
zusammengestellt. 
Wir interessieren uns hier fur den Satz von Mergelyan. Bezeichnen wir mit 
S die Menge aller abgeschlossenen Teilmengen von C, die ein Gebiet, das co 
enthalt, als Komplement haben und mit M(B) die Menge aller Funktionen, 
die auf der Menge B stetig und an inneren Punkten von B regular sind, so 
lautet der Satz von Mergelyan: 
SATZ 1. Es sei B E S und f E M(B). Dann gibt es eine Folge von PO& 
nomen, die auf B gleichmtiJig gegen f (z) konvergiert. 
Im Zusammenhang mit der Approximation reeller, stetiger Funktionen 
bewies Fekete die Existenz einer universellen Potenzreihe, mit deren Teil- 
summen alle auf einem festen Interval1 [a, b] mit 0 < a < b stetigen Funk- 
tionen approximiert werden kiinnen. Es gilt (siehe [5, S.46; 81): 
SATZ 2. Es sei 0 < a < b. Dann gibt es eine Potenzreihe Cz=, a,xK mit 
der Eigenschaft, daJ zu jeder auf [a, b] stetigen Funktion f eine Forge (NJ 
existiert, so daJ 
auf [a, b] gleichmCJ3ig gegen f (x) konvergiert. 
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Der Beweis dieses Satzes 1dDt sich (etwa durch Anwendung des Satzes von 
Mtintz) leicht erbringen. Man beachte jedoch, daD tiber den Konvergenz- 
radius der Reihe keine Aussage gemacht werden kann. 
In dieser Arbeit diskutieren wir die Frage, ob es universeile Potenzreihen 
gibt, mit deren Teilsummen Funktionen der Klassen M(B) approximiert 
werden kijnnen. Das erste Ergebnis ist (Siehe [l]): 
SATZ 3. Es gibt eine Potenzreihe C,“=, a,zK vom Konvergenzradius 1 mit 
folgender Eigenschaftt: Zu jeder in 1 z 1 > 1 gelegenen Menge B E S und jeder 
Funktion f E M(B) gibt es eine Folge (N,J, die von B undf abhiingig ist, so daJ 
sNk(z) = f aKzK, 
auf B gleichmdjig gegen f(z) konvergiert. 
Unser nachster Satz ist eine Verscharfung dieses Ergebnisses. 
SATZ 4. Es sei A = (any) eine untere Dreiecksmatrix mit: 
(Zeilensummenbedingung), 
pt a,, = 0, fiir festes v (Spaltenbedingung). 
Dann gibt es eine Potenzreihe C,“=, a,z” vom Konvergenzradius 1 mit 
folgender Eigenschaftt Zu jeder in 1 z 1 > 1 gelegenen Menge B E S und jeder 
Funktion f E M(B) gibt es eine Folge {N,}, die von B undf abhiingig ist, so daj3 
%&> = f %&,v * S”(Z), mit s,(z) = i aKzK, 
“=O K=O 
auf B gleichmtij?ig gegen f(z) konvergiert. 
Wir wollen hier zeigen, da13 Satz 3 und Satz 4 einfache Folgerungen aus 
einem Ergebnis von Luh [6] sind. 
Satz 3 besagt, dal3 mit Hilfe der Teilsummen s,(z) einer universellen 
Potenzreihe alle Funktionen approximiert werden kiinnen, welche einer 
Klasse M(B) angehiiren. Aus Satz 4 folgt, da13 such die Teilfolgen von 
Matrix-Transformierten u,(z) universeller Potenzreihen zur Approximation 
herangezogen werden konnen. Es ist klar, dal3 Satz 4 eine Verallgemeinerung 
von Satz 3 ist; fir die spezielle, zulassige Matrix A = (any) mit 01,” = 0 fur 
v f n und 01,, = 1 erhalten wir ja gerade a,(z) = s,(z). Es geniigt also, 
Satz 4 zu beweisen. 
Zuvor betrachten wir als ein Beispiel die Cesaro-Transformierten von 
Potenzreihen. 
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Ftir die arithmetischen Mittel (01,” = l(n + 1)) gilt zunachst: 
Satz 4 besagt also fur diesen Fall, da13 zur Approximation von Funktionen 
der Klassen M(B) Polynome benutzt werden kiinnen, welche gewisse Linear- 
kombinationen von 
Gdz), = * s,‘(z) 
sind, wobei {s,(z)} die Teilsummenfolge einer universellen Potenzreihe 
bedeutet. 
Betrachten wir allgemeiner fur eine feste nattirliche Zahl r Cesaro-Mittel 
C, , so ist 01,” = (n-:+;-l)/(ny), und es ergibt sich: 
( n--v+r-1 1 i n-v+r 
%(Z) = f 




r ( 1 r 
Hierbei ist 
( n-v+r r 1 
n+r 
( 1 
= fi (1 - -+-) = i cnK * K! * (J 
K=l !C=O 
r 
ein Polynom in v vom Grad r mit gewissen von n abhangigen Koeffizienten 
C nx . Es gilt daher: 
In diesem Fall besagt unser Satz 4, da0 die Funktionen der Klassen M(B) 
durch Polynome approximierbar sind, welche geeignete Linearkombina- 
tionen von 
s,(z), j z * sn’(z), J- 22 - s;(z), J . . . . J z’ * s(,)(z) 
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sind, wobei (s,(z)} wieder die Teilsummenfolge iner universellen Potenzreihe 
bedeutet. 
Beweis zu Satz 4. Es sei G die Menge aller einfach zusammenhangenden 
Gebiete auljerhalb des Einheitskreises, die von Polygonen mit endlich vielen 
Ecken berandet werden. Diese Ecken sollen iiberdies in Punkten mit 
rationalem Real und Imaginartail liegen. G ist abzahlbar; es sei durch 
G,*, Gz*,... eine Abzahlung gegeben. 
Ferner sei P die Menge aller Polynome, deren Koeffizienten rationalen 
Real und Imaginlrteil haben. P ist ebenfalls abzahlbar; es sei durch 
PI*, PZ*,... eine Abzahlung gegeben. 
Wir nehmen eine Umnummerierung der G,* und P,* vor. Fur nattirliche 
Zahlen II, m mit 1 < m < 12 definieren wir 
Auf diese Weise wird jeder natiirlichen Zahl v eindeutig ein Gebiet G, E G 
und eine auf G, regulare Funktion fv E P zugeordnet. 
Nach einem Satz von Luh [6, Satz 3.4.1 gibt es eine genau auf 1 z 1 < 1 
regular-e Funktion f. , deren Potenzreihe 
folgende Eigenschaft hat: Zu jeder nattirlichen Zahl v gibt es eine Folge 
{nr)}, derart, dal3 
auf G, kompakt gegen f”(z) konvergiert. Wir behaupten, dab die Reihe 
C,“=, aKzK das Gewtinschte leistet. Dazu sei eine in j z 1 > 1 gelegene Menge 
B ES und eine Funktion f E M(B) gegeben. Nach dem Satz von Mergelyan 
gibt es dann zu jeder nattirlichen Zahl k ein Polynom Pk mit: 
mp If(z) - f’&)l -c l/k. 
Es sei G: E G ein Gebiet mit B C Gz und Pz E P ein Polynom mit 
max G: I Pa(z) - P:(z)/ < I/k. 
Betrachten wir nun die Folge mk = (yo’>-‘) + v. , so haben wir: 
Gn, = G,*, fm, = pv*o+“k-l-“o+l = p; 
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und daher -- 
max G,, I &(z) -&(z>I -c l/k. 
Nach Konstruktion der Reihe x.,“=, a,z” gibt es nun zu jeder natiirlichen 
Zahl k eine Folge {@a)}, so daD {u~;w(z)} auf Gmlc kompakt gegen fn$z) 
konvergiert. Zu jedem k gibt es also, da B eine kompakte Teilmenge von 
G,* ist, ein Ik , so daI3 gilt: 
my I u,y&) -fm,(z)l -c l/k. 
I 
Setzen wir Nk = nip’, so erhalten wir: 
+ max G,, I P&) - ,fmk(-41 + mix I Y&) - f(z)1 
< 3/k. 
Die Folge {uNk(z)} leistet also das Gewiinschte. 
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